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采用“断键模型”计算了立方晶体理想表面的悬键密度，进而计算了其表面自由能(SFE)．结果表明：对于理想

(1×1)一(hkl)表面，SFE可以表示为键能、键长和表面方向的函数．该模型简单地解决了晶体SFE各向异性的理论

问题．根据该模型和Wulff定则得出的晶体平衡形状与理论完全一致；同时，计算结果也表明面心立方和体心立方

晶体的平衡形状与其三维第一布里渊区重合．
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1．引 言

表面自由能(SFE)是晶体表面的最基本性质之

一．SFE的研究对诸多表面现象以及与表面有关的

性质和过程(如生长的各向异性、晶体平衡形状、粉

末烧结、催化效应、表面吸附、表面偏聚和纳米颗粒

的表面效应等)的理解具有重要意义．长期以来，人

们在晶体SFE研究上做了大量理论和实验工作．针

对实际晶体表面的复杂性，广泛地研究了表面弛

豫¨j、扭折旧J、吸附b o对SFE的影响．结果表明，一般

情况下这些因素对晶体SFE，尤其是对不同表面

SFE的相对大小影响很小．近年来，计算机技术的发

展使SFE的理论计算变得相当活跃，人们运用第一

性原理H’5 o、局域密度泛函理论№。、分子动力学理

论"o等方法都得出了比较满意的结果．但是，这些方

法都要经过复杂的计算机处理．

本文从晶体结构出发，通过断键模型给出了一

种相对十分简单的晶体理想表面的SFE计算方法．

该方法只需要晶体的两个普适参数键能(E。)和键

长(d。)就能计算出晶体(1×1)一(hkl)表面的SFE，

计算结果与前人的试验数据符合很好．

2．理论模型

晶体(^肼)表面的SFE(yⅧ)定义为等温等压条

件下在真空中建立一个面积为2A枷的表面所做的

可逆功‰‘8|，即

y心=茏． (1)

对于理想表面(不考虑表面结构缺陷、表面热振动、

表面重构和表面弛豫)，表面h(hkl)可视为晶面

h(hkl)切割晶体的结果．微观上，切割晶体就是破

坏原子之间的相互作用．对晶体而言，与第一近邻原

子间的作用相比，次近邻原子的作用非常小，因而通

常只考虑第一近邻原子的情况．此时切割晶体就是

切断原子间结合键而形成表面悬键(DB)，如图1所

示．宏观上切割晶体需要的功(砜)等于微观上切
断结合键需要的能量．可逆条件下，该能量等于表面

被切断的键的键能总和．所以，SFE可以表示为表面

DB面密度与键能乘积的一半，即

‰：华， (2))，删=。j一， (2)

式中，E。是键能，n触。是h(hkl)的单位表面积上DB

数量．由于晶体的键能是由其升华焓所决定的凹]，所

以(1)，(2)式给出的SFE的两种表述是完全相同的．

2．1．Bravais点阵的矢量表述

晶体中原子问的几何关系用正空间矢量

Ui(一)来表示，称为U；键．显而易见，在仅考虑最
近邻原子间作用的情况下，H；键与Bravais点阵是一

一对应的．例如：简单立方(SC)可用6个完全对称的

(100)键表示、体心立方(bcc)可用8个完全对称的

(111)键表示、金刚石结构(cubic tetrahedral，简记为

cth)可用4个残缺对称的(111)键表示等．表1给出

了常见立方晶体最邻近原子的Ui键与Bravais点阵
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的对应关系，rti为性质相同的一组H；键的数量．图 2为不同晶格中的Hi键分布示意图．
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图t沿晶面(hid)解理产生表面(删)示意图
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⋯⋯-悬键

(d)

图2不同晶格中的H．键分布(a)∞：2u产(100)，％=6；(b)fcc：2ui-(110)，凡=12；(c)bcc：2ui-(111)，ni-8；

(d)cth：4u{=(111)，啦=4

表1 H；键与Bravais点阵的对应关系

表2进一步给出了不同晶体前三位邻近原子所

确定的口。键的配置．例如，对于bee晶体，第一近邻

的原子所确定的H；键为(111)；第二近邻的原子为

(100>；第三近邻的原子为(110)．

表2不同晶体的第一、第二和第三近邻口i键的结构与数量

Hj键
晶体

第一近邻 第二近邻 第三近邻

SC (100> (110) (111)

fcc <110) (100) (211>

bcc (111) (100) (110)

cth (111) (110) (100)
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以上分析表明：H；键完全可以用来描述晶体结

构的对称性，Hi键就是Bmvms点阵的矢量表示．即i

键将晶体结构的对称性“浓缩”到一点，使断键数的

计算成为可能．

2．2．^(hkl)与H；(1lVW)的交互作用

理想表面就是暴露在外的晶面，用倒空间矢量

^(hkl)表示，称为^表面．h的方向定义为由晶体

表面指向空间．表面^可假想由晶面h切割晶体而

获得．微观上，h切割晶体就是切割H。键，称为^和

比i的交互作用．h和／,li的这种交互作用数学上可以

用二者的乘积h·口。来描述．h·Hi只有三种可能：

h·H‘>0，h·Ⅳ‘<0和h·Hi=0．如果定义h的方向

为从表面指向空间，则当h·Ⅱ；>0时，即。键被切断

成为DB；当h·H；<0时，比；键未被切断；当h·Hi=

0时，可理解为U。键未被切断或已被切断但密度为

零，如图3所示．

h(hkl)

J I

口4

Ⅳ1 7
＼

／ ，II(hkl) ＼＼心瀚＼』女＼『心心
图3键Ⅱ(㈣)与面h(hk／)之间的几何关系h·Ⅱ，>0和
h·H4>0，表示口l，H4键已经断开；h·H3=0和h·口2<0，

表示H2，Ⅳ3键没有断开．显然，h·H】=‰，h·Ⅱ4=2‰

为了定量地得出每个表面原子的DB的数

量，考察h’H，>0时单位矢量斋与Hi的乘积

(斋。口)．由解析几何知识可知，斋。H=m‘dw
(d榭为(矗纠)的晶面间距，m为整数)．当m=一1，0

时，键未被切断(如图3中的H：，”。)；当m=1时，

被切断的H；键穿过一个晶面间距(如图3中的

口。)，该H；键对DB数的贡献为1；当m=2时，被切

断的即；键穿过两个晶面间距(如图3中的口。)，该

Hi键对DB数的贡献为2．所以，在h表面的单个原

子被切断的键数(或h表面上单个原子的DB数)为

‰：率⋯¨叭㈥
根据倒易点阵的性质，有

l^I：堑垒：±!：±!：：士． (4)

故(3)式可简化为

‰=．Il·∑H； (h·口；>o)． (5)

(5)式的物理意义很明显：在形成h表面时，只要满

足h·H；>0，即；键就会被切断；NW只能取正整数．

(5)式为表面DB数表达式．

2．3．DB面密度

(5)式给出的仅是h(hkl)表面上单个原子对

DB的贡献，并不是(2)式所要求的DB面密度．为求

得DB面密度，令y为单个原子对晶胞体积的贡献，

d捌为^(hkl)晶面的面间距，则理想状况下单个原子

对h(^觚)表面的贡献(或平均每个原子在h(^肼)表

面上所占有的面积)为

Sh／d=V／叱=V J h J． (6)

因而可得到h表面上单位面积上的断键数，即表面

DB密度，

‰2i
h-∑Ⅱ；

=可n汗 (h。Hi>o)- (7)

由于晶体的耻；键一般是中心反演对称，有

∑H卜0．

故总可以找到乃和毗(／／,。=唧+‰)，使得同时满足

h‘／,lj>0，

∑％=一∑u；，

所以，(7)式可以改写为

h·∑吩
n心=了乔T· (8)

(8)式为表面DB密度表达式．

将(8)式代入(2)式，则可得到晶体SFE的表达
  万方数据
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式

⋯n删譬：谗．孚
=(^·窭吩)·鼎丌． (9)

容易发现，(9)式中矗·∑吩决定SFE方向性，而

两车备确定其大小．根据(9)式可以计算sFE．
显然，(9)式仅考虑了最近邻的原子．一般地，应

该考虑其他近邻的原子，那么方程(9)可改写为

)，捌：—V I‰I∑∑^．％堡2， (10)7捌一 ^印印”～ ’ uw

式中，b为第r邻近原子所确定的H；键(h·口；>0)，

E，为第r近邻原子的相互作用能．当只考虑最近邻

原子时，有r：1时，E，：E。，(10)式即为(9)式．

3．计算方法

首先讨论^(hkl)与三种简单指数H；键(100)，

(1lo)和(111)的交互作用；然后根据表2所示的晶

体砧；键特征，利用(5)式计算形成表面时单个原子

对DB的贡献；在此基础上根据(8)式求出其DB的

面密度；最后由(10)式得到晶体的SFE．

3．1．^(hM)切割玎；<1∞)

比。=(100)o代表的是sc晶体的最近邻原子，n；

=6，口l=[100]，n2=[010]，H3=[001]，H4=[100]，

Ⅱ，=[oio]，n。=[ooT]，如图2(a)所示．第一象限内

任一表面矗都可以把这6个鄱。键分为两部分，

吩(口l，即2，口3)和口I(H4，H5，H6)，同时满足

h。吩>0，

' ～

∑吩=一∑H。，
， I

吩2 n^·

所以有

∑吩=n1+n2+H3_[111]．

根据(5)式，当表面^形成时每个表面原子的DB

数为

‰=五·∑吩=(hkl)·[111]=h+后+z．
J

(11)

考虑其他象限的表面，由晶体的对称性可知：

‰=I h I+I％l+f Z I．

3．2．^(^盯)切割Ⅱ；<110)

口i=<110)a12键对应于图2(b)中fee晶体中最

近邻原子的情况，ni=12：比。=[]10l／2，H：=[110l／2，

“3=[101]／2，“4=[101]／2，“5=[011]／2，翻6=

[oli]／2，H，：[一1—10]，2，“。=[ilo]／2，H。=[To_]，2，

取Io=[101]／2，Ⅱ11=[01 1]／2，比12=[011]／2．

当h≥k≥z≥0时，第一象限中任一表面

^(删)可以把该组即i键分为两部分，

口，(Hl，砧2，即3，口4，H5，Ⅱ6)和H^(U7，比8，口9，Hlo，H1l，

口。：)，同时满足

五‘吩>0，

’ ～

∑吩=一∑％
J I

B 2‰·

所以有

∑吩=Ⅱl+H2+口3+“4+H5+H6
J

=[210]．

由(5)式可以得出每个表面原子对DB的贡献为

Ⅳw=2h+后．

另一方面，当尼≥h≥z≥0时，有Hj(“。，H。，

可3，口4，脚5，即6)和口I(搿7，群2，口9，砧Io，髟】l，口】2)，同时

满足

^·吩>0，

々 “‘

∑吩=一∑口。，
j ^

叶‘n^’

所以有

∑吩=Ⅳl+Ⅱ8+口3+H4+H5+H6
，

=[120]．

由(5)式可以得出每个表面原子对DB的贡献为

‰=2k+h．
同样，当z≥后≥h I>0时，有吩(比l，比8，口3，Hlo’

H5，H12)和口^(址7，H2，Ⅱ9，H2，n11，Ⅱ6)，有

2-,=口l+n8+即3+H1。十砧5+取12
J

=[012]．

由(5)式可以得出每个表面原子对DB的贡献为

^k=2 Z+k．
  万方数据
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容易证明：对于^(hkl)切割砧i(110)的交互作

用而言，MiUer指数(hkl)中最小的指数不出现在断

键数的表达式中，只有(hkl)中较大的两个指数才会

出现，且满足

Nhu=2A+叩， (12)

式中，A是MiHer指数(hkl)中最大一个，簟是较大的

一个．考虑其他象限的表面，由晶体对称性可以得出

Ⅳ心=2 A I+I叩I．

3．3．^【hkl)切割H。(111)

这组醒；键可分别对应于两种不同的晶体结构．

凡i=8，H；=(111)a／2，Ⅱ；键为完全对称，对应于bcc

晶体(图2(e))和凡i=4，Hi=(111)a／4，1．1；键为残缺

对称，对应于cth晶体(图2(d))．

当n‘=8时，Hl=[111]／2，H2=[111]／2，口3=

[11]]／2，／．／。=[1—1—1]／2，球5=[一1—1—1]12，“6=[一11—1]／2，

口，=[1 11]／2，H。=[111]／2．图4所示的A区内的表

面h(hkl)把即键分为两部分，H，=(口，，砧：，比3，H。)

和HI=(Ⅳ5，H6，n7，n8)且

∑h·吩>0，
』

∑吩=[200]．

然而，位于B区内的表面可以把Ⅱ键分为两部分Hi

=(口l，搿2，口3，Ⅳ8)和ⅣI=(Ⅳ5，砧6，Ⅳ7，取4)，所以有

∑吩=[111]．

(100)

图4表面极图

每一个原子的断键数为

‰=2h (A区)， (13a)

‰=h+k+Z (B区)． (13b)

同样，对其他象限的表面，考虑到对称性，(13a)式和

(13b)式可以分别改写为

J7、，Ⅲ=2 I A l，

Nua=I h I+I k l+I l I。

式中A的意义同上．

当ni=4时：该组口i键为H。=[111]／4，H：=

[1—1—1]／4，H，=[一11—1]／4，H。=[一1—11]／4．图2(d)描述了

这种四键系列．位于图4中A区内的任一个平面

h(h≥k≥l≥0)可以把这种键分作H，(H。，H2)和

口。(搿，，口。)两部分，同时满足

h‘吩>0，

’ “‘

∑吩=一∑‰

>-]llj：H。+U2：【虿1 O 0]．
所以，形成h表面时，由(5)式确定的每个表面原子

的断键数为

Ⅳ心：掣， (13c)

式中A的意义同前．这里已经考虑到了晶体的对

称性．

由以上分析、计算可总结如下：

(1)当h(hkl)切割(100)键时，单个表面原子对

DB的贡献为

Ⅳ心=I h I+I k I+I 1 I．

(2)当h(hkl)切割(110)键时，单个表面原子对

DB的贡献为

^k=2 A l+I叩I．

(3)h(hkl)切割(111)键可分为两种情况：(i)

当键的配位数为8且(hkl)位于图4中的A区时，

‰=2 A l；

当键的配位数为8且(^从)位于图4中的B区时，

J7＼，榭=I h I+I k I+I l I．

(¨)当键的配位数为4时，单个表面原子对DB的

贡献为

‰：掣．
由于单个原子对晶体体积的贡献为V=63／n

(o为点阵常数，n为晶胞内的原子数)，故(6)式所

给出的DB的面密度为

。心：y I^I：寺3．—～／h—2+ik一2+12
：旦2—、／—h—2——k2—12． (14)

■
=n

有此因
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将(14)式代入(10)式即可得到晶体的SFE．表3列 出了几种立方系晶体的SFE．

表3 SFE的计算结果(考虑前三位近邻的原子)

SFE(‰)1’
晶体 yl hl

A区 口区

(h+k+f)层b／2+(2a+q)E2+27E3 (h+^+f)(EJ2+E3)+(2a+')E2
8c 口2~／h2+k2+12

口2√h2+k2+z2 Ⅱ2√h2+k2+12

fcc2’ 。z、门F玎研 2[(2a+')Eb+(h+k+z)E2+22E5] 2[(2A+7)Eb+(h+k+z)(E2+E5)]

4 口2√h2+而2+12 口2√h2+k2+12

o：、门F再研 23．Eb+(h+k+1)E2+(2A+叩)E3 (h+k+z)(Eb+E2)+(2a+叩)E3
bee

2 口2√h2+k2+12 口2~／h2+k2+12

。z、门F玎乒ii 22Eb+4(2a+叩)E2+4(h+k+z)E3
cth

8 口2√h2+k2+12

1’为简洁起见，省略了绝对值符号．

2’对fcc，考虑第一、第二和第五近邻的原子

4．讨 论

对于晶体而言，由于次近邻原子的作用非常小，

故通常只考虑最近邻原子的情况．同时考虑晶体点

阵常数a与键长d。的关系．对于sc晶体，有

do=o；

对于fee晶体，有

do=√2a／2；

对于bee晶体，有

d。：拈a／2；

对于cth晶体，有

do=43 a／4．

因而，表3所列的晶体SFE可以简单地表示为表4

所示的形式．

显然，表4中的SFE可一般地表示为

7川：，(hkt)．可Eb． (15)
00

由表4可知，晶体理想表面的SFE取决于晶体的两

个普适参量E。，d。和表面的方向(触z)．E。和d。是

由晶体本质决定的，其值可从有关手册中查到；

，(hkl)为一矢量，本质上是晶体结构对称性的反映，

代表了SFE的方向性．至此，我们可以容易地由晶

体的键能和键长来计算其不同(hk／)表面的SFE．

表4不同晶体的SFE(仅考虑最近邻原子)

下面以cth晶体为例进行讨论．典型的cth晶体

有金刚石、硅等．由表4可知其SFE为y心=志蠢． (163

对于硅，Eb=1．77 X 105 J／tool，do=0．334 nm，由(16)

式可计算得到)，川=116．0心／cm2，与Glimann刮采用

解理方法测得的124．0时／cm2相差很小．对于金刚

石，Eb=3．40×105 J／tool，do=0．154 nm，由(16)式

可计算得到y川=527．7 v3／cm2，与Harkin[1¨的计算

值几乎完全一致．此外，由(16)式容易发现，具有cth

结构的晶体的3个低指数表面的SFE的相对大小为

ylm>y110>y111．
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(15)式中f(hkl)均为周期性收敛函数，描述的

是晶体SFE的方向性．由，(^埘)可画出晶体的三维

自由能极图(3D．SFEP)．图5给出的是由，(^舰)所得

到的几种立方晶体的3D—SFEP．

图5根据周期性函数“枷)所得到的3D—SFEP(a)sc晶体，(b)fcc晶体，(c)bcc晶体，(d)cm晶体

由Wulff定则u21可知，作晶体3D．SFEP的内接

多面体，可得到晶体的平衡形状(体积一定条件下，

满足>：y；Ai=min的晶体形状，其中yi为晶体第i
—■

个表面的SFE，A；为该表面的面积)．图6是由此得

到的立方晶体的平衡形状．

由图6可以发现，sc晶体的平衡形状为6个

{100}面所围成的立方体，cth晶体的平衡形状为8

个{111}面所围成的正八面体，bee晶体的平衡形状

为12个{110}面所围成的斜方十二面体，fee晶体的

平衡形状为{111}和{100}面围成的截顶正八面体．

Sundquistu31给出的fcc晶体(如Au，Ag，Cu)的平衡

形状与图6(b)一致．

这里，值得关注的是bee和fee晶体的平衡形状

与它们的三维第一布里渊区完全相同．

面◎◇
图6晶体的平衡形状 (a)*晶体，(b)fcc晶体，(c)bcc晶体，(d)ctll晶体

(d)
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5．结 论

采用断键模型(即只考虑点阵中最近邻原子间

的相互作用)计算了晶体理想表面的SFE(y)．

1)任意表面h(hk／)的SFE可表示为y榭=

，(触Z)·9(E。，d。)，其中厂为周期性收敛函数，妒为

由键能E。和键长d。确定的函数．从而可以根据晶

体的普适参数键能和键长来计算这些晶体理想

(hkZ)表面的SFE．

2)周期性函数．厂描述了SFE的各向异性，本质

上，．厂是晶体结构周期性的反应．

3)根据．厂可精确得到晶体的3D．SFEP，并由此

确定晶体的平衡形状．bcc和fee晶体的平衡形状与

它们的三维第一布里渊区完全相同．

对于其他结构的晶体，如四方、六方系晶体，同

样可以运用该断键模型来计算SFE，结果将在以后

的论文中发表．

作者感谢瑞典皇家工学院Anders Flodstrtim教授对本文
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A theoreticaI method to calculate the surface

free energies of crystals
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Abstract

An ideal density of dangling bonds and the surface free energy(SFE)of(1×1)-(hkl)surface of cubic crystals are

calculated by usl‘ng a broken．bond model．The results show that the SFE(y)can be expressed as y=f(hkl)‘(Eb／dj)where

八hkl)is a periodically convergent function，Eb and do are respectively the bond energy and the bond length．The，(hkl)is

mlated to the crystal structure．The anisotmpy of the SFE and the equilibrium form(EF)of the crystal can be readily determined

bv using the 11Bsuhs．It is found that the EFs of the crystals of fcc and bcc are truncated oetahedron and rhombic dodecahedron，

respectively．which are coincident with the corresponding crystals’three dimensional fimt Brillouin zones，respectively．

Keywords：surface free energy，crystals，dangling bond，equilibrium form

PACC：7320C，6840，6150j，8265D
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